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Funkcje wektorowe

Jesli wektor @ jest okreslony dla parametru t (t nalezy do przedziatu t € (0,t, ) ), to 5.('[ )
nazywamy funkcjg wektorowa skalarnego parametru t w przedziale (0, tk ).

Hodografem wektora zaleznego od czasu nazywa si¢ lini¢ wyznaczong przez miejsca
geometryczne konca tego wektora w przypadku, gdy poczatek wektora w jego kolejnych
polozeniach zostanie umieszczony w jednym — wspolnym dla wszystkich polozen —
punkcie, a wektory zostanga przesuni¢te rownolegle.
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Rys.1. Przyktadowe hodografy wektorow:
a) wektora polozenie punktu \a =71
b) wektora predkosci punktu (é = \7),'

c) wektora jednostkowego poruszajqcego sie w plaszczyznie d = a




Pochodna funkcji wektorowej

Pochodng funkcji wektorowej é(t) okresla si¢ jako granice
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Rys.2. Przyrost wektora & w czasie At

Jak wynika z rysunku 2b kierunek wektora przyrostu Aa (t ),w przypadku gdy t — 0, dazy do kierunku
stycznej do krzywej utworzonej przez kolejne potozenia konca wektora ékt — to jest do hodografu tego
wektora .




Pochodna wektora jednostkowego

Pochodna wektora jednostkowego a° (t) jest zdefiniowana jako:
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Rys.3. Przyrost wektora jednostkowego 3° (t) w czasie At




Poniewaz: a°-a° =1 to rdzniczkujac to wyrazenie otrzymujemy:
dac (i) da“(t) da®(t)
S = 0, Iub vy

a“ =10. 3
dt ddt ' dt ? )

Zerowa warto$¢ iloczynu skalarnego dwoch wektoréw $wiadczy o tym, ze wektory a_ 30 (t) sq

do siebie prostopadte. Pochodna wektora jednostkowego @ 0 (t) jest wiec wektorem o kierunku fi° (t) ,a
jej wartos¢ jest okreslona zaleznoS$cia
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Dhugo$¢ wektora |A&° (t )‘ mozna przedstawié jako:
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|A&°(t)| = 2a°sin gdzie: |a° ‘= a

Dokonujmy przeksztatcenia:
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Pochodna wektora jednostkowego jest zatem okreslona w sposob nastepujacy:
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Wielkos¢ te okreslamy jako predkos¢ katowa. Predkos¢ katowa jest miarg zmiany kata obrotu
wektora, prostej lub ciata sztywnego. Pochodna wektora jednostkowego 39 jest wiec wektorem o
kierunku okre$lonym wersorem N 0§ wartosci roéwnej ®, to znaczy

a° =wn” |. (7)

Pomigdzy wektorami jednostkowymi  @?° (t ), 30 (t ), i° (t) zachodzi zwigzek
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Rys.5. Wzajemne potozenie wektorow
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Pochodna wektora a(tj i jej skladowe

Przedstawiajac wektor éi(t ) jako

A=a &° a=[d 9)

Roézniczkujemy go wzgledem czasu

da(t) dalt) _, da“ (t)
= +

a 1 10
dt dt dt (10)
Ostatecznie:
A—aq d°4wan® | W |d=a¢a4+&xa (11)
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Rys.6.Zalezno$ci miedzy wektorami



Pochodna lokalna i1 absolutna wektora a[t]

Wektor é(t) mozna przedstawi¢ za pomocg sktadowych o kierunkach osi Xyz
— oznaczajgcych nieruchomy uktad wspotrzednych — jako

—
—

a= ﬂ‘t:T+ a.y§+ a. k (12)

a jego pochodng w postaci

a=a,i+a,j+a.k (13)
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Rys.7. Sktadowe wektora 5('[ )

w ruchomym uktadzie odniesienia



Przedstawiajac wektor Q(t ) za pomocg sktadowych okreslonych w ruchomym uktadzie odniesienia Eng
jako

— —+i —0 —i0

a=asl +a,n +acg (14)

mozna okresli¢ jego pochodna, rézniczkujac wyrazenie (14). Poniewaz wektory jednostkowe £° 5% ,¢°
poruszaja si¢ razem z uktadem &Eng, to ich pochodne sg rézne od zera. Zatem

—F —i —

-, . 70 o . -
=08 +a:& +ayi +a,7 +acl +ac( (15)

Pochodne wektorow jednostkowych — zgodnie z (8) — sg okreslone jako:
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x (16)
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przy czym @ oznacza wektor predkosci katowej uktadu  $17¢ wzgledem ukiadu xyz.

El

Uwzgledniajac (16) otrzymujemy

o

- . —+i . — . —+) — —+ 5 1!
A=a:& +a,if +a; +@ X (ag€ +a,ij’ +acC ) @7

Oznaczajac: i
d f_rl_ . —2 . —0 . —
ar e€ +ayit +acC (18)
pochodng wektora é(‘[ ) mozna zapisa¢ jako
di _did | = 7 (19)
dt - dt + L:J X L= ~
da =3 da
Pochodna (gt jest nazywana pochodng absolutng, natomiast 3¢ nazywa

si¢ pochodng lokalng lub pochodng wzgledng. Pochodna lokalna (wzgledna) opisuje zmiany
wektora é(t ) wzgledem ruchomego uktadu odniesienia Ené. Pochodna absolutna opisuje zmiany
tego wektora wzgledem nieruchomego uktadu xyz.



Kinematyka punktu

Kinematyka punktu dotyczy ruchu, czyli zmiany potozenia punktu w czasie.

A5 A1=0) \ 4=

___tor punktu

Rys.8. Ruch punktu wzgledem ciatla — potozenie poczgtkowe (Ao ) i dowolne polozenie punktu (A)
oraz tor i predkos¢ N punktu

Podstawowe pojecia:

Torem punktu nazywa si¢ krzywa, ktorag wyznaczaja kolejne potozenia punktu w czasie ruchu,
Potozeniem poczatkowym nazywa si¢ potozenie punktu w chwilit=0 (Ao = A(0)).

Jesli potozenie punktu jest znang funkcja czasu i tor punktu jest okreslony, to mozna wyznaczy¢
predkos¢ i przyspieszenie punktu.
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Polozenie punktu

Potozenie punktu moze by¢ okreslone na kilka sposobow:

* za pomocg wektora okreslajacego potozenie punktu wzgledem uktadu odniesienia (wektorowy opis ruchu) —

Rys.9a,
* za pomocg wspotrzednych punktu w wybranym uktadzie odniesienia, np. w uktadzie prostokatnym — Rys.9b,
albo w uktadzie biegunowym — Rys.9c¢ lub w innych uktadach wspoétrzednych (sferycznym, walcowym, itd.),
* poprzez droge przebyta wzdtuz toru (opis ruchu punktu po torze) — Rys.9d.

i) b)) yx AL
TN —

\ At

rig)

c) ) 4)

Rys.9. Sposoby okreslania potozenia i ruchu punktu: a) wektorowy,
b) za pomocg wspotrzednych prostokgtnych, c) przy uzyciu
wspotrzednych biegunowych, d) po torze
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Rownania ruchu punktu

Réwnaniami ruchu punktu nazywa si¢ funkcje (zalezne od czasu) okreslajace potozenie poruszajgcego si¢
punktu. W zaleznos$ci od sposobu okreslenia potozenia mamy do czynienia z:

» wektorowymi rownaniami ruchu,
* rownaniami ruchu w okreslonym uktadzie wspotrzednych (prostokatnych, sferycznych, walcowych,

biegunowych itd.),
* rOwnaniami ruchu po torze.

Wektorowe rownanie ruchu punktu jest okreslone za pomocg funkcji wektorowej

r =r(t) (20)
Rownania ruchu punktu w wybranym ukladzie odniesienia sg zadane poprzez funkcje okreslajace
polozenie punktu w przyjetym do opisu uktadzie wspotrzednych. Na przyktad réwnania ruchu we
wspolrzednych prostokatnych sg okreslone, jesli znane sg funkcje x(t), y(t), z(t) opisujace potozenie
punktu wzgledem uktadu xyz:

r=ux(t),
y=ylt), 21)
= z(t) .

Roéwnania ruchu punktu we wspolrzednych biegunowych. W tym przypadku ruch jest okreslony za

pomocg funkc;ji:
r=r(t),
= p(t). (22)
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Rownanie ruchu punktu po torze ma postac

s =5(t),
s = s(t) (23)
p=plt).

przy czym s oznacza przebyta droge — mierzong wzdtuz toru.

Dla pelnego opisu ruchu (dla wyznaczenia przyspieszenia) wymagana jest jeszcze znajomo$¢ promienia

krzywizny toru (p) (albo informacje niezb¢dne do wyznaczenia promienia krzywizny toru — np. rOwnanie toru).

PRZYKLAD 1

Ruch punktu poruszajacego si¢ z predkosciag @ = bt, po okregu o promieniu @, mozna przedstawi¢ na kilka
sposobow:

a) za pomocg wektorowego réwnania ruchu
I P Y R
T =a cos iibt‘zj 14 a sin {Ebt‘z]_] + 0k, (24)
b) za pomocg uktadu wspoétrzednych prostokatnych

(r=a CDH[%E?T.EJ.

¢ Yy =a sin {%E:-tg] \ (25)

i 0
z=U,

.

c¢) za pomocg uktadu wspotrzednych biegunowych

r=a .
{ p = bt?, (26)
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d) uzywajac réwnania ruchu po torze
{ s
P

Rownania toru punktu

abt?

2 el

(27)

Roéwnaniami toru nazywa si¢ rownania (lub rownanie) krzywej, po ktorej porusza si¢ punkt. Mozna je
wyznaczy¢ na podstawie rownan ruchu poprzez wyeliminowanie z tych rownan parametru t (czasu). W
przypadku, gdy ruch jest opisany za pomocg wspotrzednych prostokatnych rownania toru przyjmuja postac:

filz,y) =0

bh) »

-

E Aft)

\!
| e | A=Al)

Rys. 10. Sposoby opisu ruchu punktu po okregu
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Predkosc¢ i przyspieszenie punktu

Predko$¢ punktu okresla zmiany potozenia (wektora potozenia) punktu w czasie.

Przyspieszenie okresla zmiany predkosci (wektora predkosci) w czasie.
Sposob opisu potozenia punktu decyduje o sposobie wyznaczania jego predkosci i przyspieszenia.

Wyznaczanie predkosci i przyspieszenia przy wektorowym opisie polozenia punktu

Rys.11. Okreslenie predkosci punktu przy opisie
potozenia za pomocg promienia wektora

V=4 —F|. (29)

. . .. .. Ar\t) dr
Predko$¢ — zgodnie z definicja pochodne; V= |im =
At—0 At dt

— oznacza przyrost wektora polozenia w przedziale czasu (taki przedzial czasu jest nazywany
infinitezymalnym). Predkos$¢ punktu jest wektorem stycznym do toru punktu).
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Wektor przyspieszenia [ punktu jest zdefiniowany jako pochodna wzgledem czasu wektora predkosci punktu

— AV -
Pp="7 =V (30)
: : , o AVAE) dv
Przyspieszenie punktu okre$la przyrost wektora predkosci w czasie P = |lim =
At—0 At dt
Skladowe styczne i normalne przyspieszenia:
Przedstawiamy wektor predkosci punktu w postaci:
=07 1)

przy czym T 0jest wersorem 0si 7 , a nastepnie zrozniczkujemy wyrazong w ten sposob predkosc.
Przyspieszenie — czyli pochodna wektora predkosci — przyjmuje wowczas forme

d7*
+ v

S dt (32)

Wystepujaca w drugim sktadniku pochodna wektora jednostkowego % ° mozna przedstawié jako

E-—rr_'.\
— i

I
£
o]l

dt (39

Dokonujemy stosownych przeksztalcen majgc na uwadze, ze Ay = %

¥ Ay I As L, As 1
w = 1111 = = - —_—
At—0 At At pAt  p Atmo A o

v (34)
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Tym samym

= —1 (35)

i) h)

Rys. 12. Sktadowa styczna i normalna wektora przyspieszenia

Uwzglednienie (32) daje

dt

— = 2
p= dvzo | *‘?11':’ (36)

Poszczegdlne czlony w (36) wyznaczaja sktadowe styczng i normalng przyspieszenia

dv 2

Pr = dt Py = ? , oz P=p,T 4 p,i’ (37)
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PRZYKLAD 2
Ruch punktu poruszajacego si¢ po okregu o promieniu a jest opisany za pomocg wektorowego rownania ruchu:

1, 5. 2 1
r=a cos{abt‘z}i+a sin(gbr“] J+0K (38)

przy czym i,j,k sa wektorami jednostkowymi zwiazanymi z nieruchomym uktadem odniesienia.
Wyznaczy¢ predkosc i przyspieszenie tego punktu.

Jesli znane jest rownanie ruchu punktu w postaci wektorowej, to predko$¢ wyznacza si¢ z zaleznosci

ir { | - 1, - L,
=% = %[ucos[abtlji—l—a sin(abt‘z]j + 0K] (39)
oraz
vV = [—a‘:;in[lbfgj] . lb 2t + [amﬂ[lbfzﬁ] ~1b 9t 40
R R R AR R “0
@) viy bh)

Rys.13. Wektory predkosci i przyspieszenia oraz ich sktadowe
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Po zrézniczkowaniu wektora predkosci otrzymuje si¢ wektor przyspieszenia w postaci

—

&
b=

1 . o 1. 5.2
+[2b cos [Ebtz} — 2b%t? cos [Ebt‘z}]j :

1 . g, 1 5.7
— —[2bsin (=bt?) + 2b%t? cos (=bt?)]i
2 2 (41)

Predkos¢ i przyspieszenie w opisie ruchu w ukladzie wspolrzednych prostokatnych

Do opisu ruchu punktu wygodne jest uzycie prostokatnego uktadu wspoirzednych — jest to najczesciej
stosowany sposob okreslenia potozenia punktu czy uktadu ztozonego z punktow.

:/ -‘fﬁj

Rys. 14. Okreslenie predkosci punktu za pomocg wspotrzednych prostokqtnych
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Przyjecie poczatku uktadu wspotrzednych w punkcie O i oznaczenie wspotrzednych punktu A jako (X, y, z)

pozwala na zapisanie wektora ¥ w postaci

F=zityj+zKk 42)

Rézniczkujac (42) wzgledem czasu, otrzymujemy
dr dr - di = dy- dj = dz - dk

—_— = T — — 4t —k4+:z —
7 T T T 7 (43)

W przypadku, gdy uktad wspoirzednych jest nieruchomy

i 4] dk
dt t dt
Zatem
L dr - N dy i dz - (45)
F — 1 — —
at @ T
Wprowadzajac oznaczenia:
dx dy dz
V= — =T, Vy=—m=1, V,.=—=232 (46)
T dt =Y ¢ t

predkos¢ punktu mozemy przedstawic jako:

V=u.1+4 'L-‘yj‘ +u. k (47)




Wartos¢ bezwzgledng (dlugos¢ wektora) predkosci okresla si¢ na podstawie rzutow wektora V jako

U= .,va“t,f + Lﬁ + L‘2 (47)
Kierunki jakie tworzy wektor V z osiami ukladu wspétrzednych xyz okre$lone sg za pomoca cosinusow:

Vg ) Uy, U,
cosa, = —, cosfd,=—., cosvy,=— (48)
(8 o w
Zmiany wektora predkosci w czasie — to jest przyspieszenie punktu — okresla pochodna wektora predkosci.
Dla uktadu odniesienia poruszajacego si¢ ruchem postepowym (badz nieruchomego uktadu odniesienia)
otrzymuje si¢

P=%f=p.i+pJ+p.k “9
przy czym:
dﬁ"—"‘t: . d'i'_.!u . ﬂr?_a‘z . (50)
r ——— =T, y=——=1, 2 =T =~

Wartos$¢ bezwzgledng (dlugos¢ wektora) przyspieszenia okresla si¢ na podstawie rzutow wektora P jako

! -\.j i i
p=\/Pi+py+p (51)
Kierunki jakie tworzy wektor p z osiami uktadu wspotrzednych Xyz okreslone sg za pomocg cosinusow:

cosa, =5 cosfl, =1L cosy, = (52)
p p P
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PRZYKLAD 3
Ruch punktu jest opisany rOwnaniami:

(r=a CDS[%be]

. y=a sin {%bt:z]

< 0
z=u,

\
Okresli¢ rownanie toru punktu. Wyznaczy¢ predko$¢ 1 przyspieszenie tego punktu
Roéwnanie toru otrzymuje si¢, eliminujac czas t z rownan ruchu.

2t 4yt = az[cosziibig,ﬁ + 5111‘1[55*2}] = a’

Poniewaz znane sg rOwnania ruchu punktu we wspotrzednych prostokatnych, to predkos¢ wyznacza si¢ jako

Ve = ff—; = [-a Hin(ébtgil] %b -2t = —abtsin {%br"z}
d: 1 5.1 1
Uy = d_? = [a cos (=bt%)] 55' 2t = abt cos [Ebtg}

A nastepnie:

- : | oior . 9, 1 N B
v = \“.-“f vi v vl = \ a2b2t2[sin’ iEE:-t‘.E] + cos? i\ibt‘z )] = abt
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Analogiczne postgpowanie w przypadku przyspieszenia punktu prowadzi do wynikow:

duv R P 5, |
Pr = ;_f = —absin iabtzj — ab*t? Cos[Ebtzj
du, 1. 5. 55 . 1. .
Py = % = abcos {5{:-1‘.2} — ab’t?sin (Ebtz]
p. =10
i) ’ Vi) h) v

Py 2
Aft)
- _'{' \
L:'
ffrﬂ ' ) 1= ff&,

AN

Rys.15. Wektory predkosci i przyspieszenia punktu oraz ich sktadowe

A(Y

Modut wektora przyspieszenia okreslamy z zaleznosci:

p= \“..*’"Ipf: +p2 + p? = aby/ 1+ 0%t = 2by/1 + b2t
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